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を(∗)の拡拡大大係係数数行行列列という． 

 

定定理理（（連連立立一一次次方方程程式式のの解解）） 

 連立一次方程式(∗)𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝒃𝒃  が解をもつための必要十分条件は 

rank 𝐴𝐴 = rank(𝐴𝐴  𝒃𝒃)                             

が成り立つことである．さらに 

(1) 𝑛𝑛 = rank 𝐴𝐴 = rank(𝐴𝐴  𝒃𝒃) ならば，連立一次方程式(∗)𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝒃𝒃  はただ一つの解をもつ． 

(2) 𝑛𝑛 > rank 𝐴𝐴 = rank(𝐴𝐴  𝒃𝒃) ならば，連立一次方程式(∗)𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝒃𝒃  は無数の解をもち（不定方程式），その解は

 �𝑛𝑛 − rank 𝐴𝐴� 個の任意定数を用いて表される． 

 

 本論文では，定理(2)にあるような連立一次方程式がもつ無数の解を，任意定数を用いて表す方法について，例題を挙げな

がら解説する． 

 

22..  任任意意定定数数をを用用いいたた連連立立一一次次方方程程式式のの解解のの表表しし方方  

 

[[重要]]   連立一次方程式において，（未知数の数）>（方程式の本数）場合には，無数の個数からなる解をもつ．このとき

には任意定数を用いて解を表記することができるのであるが，この中に現れる任意定数の個数は 

   （未知数の数）―（方程式の本数） 

である． 

 

例例題題 11  

 連立一次方程式 

� 
     𝑥𝑥� +   𝑥𝑥� = 0
−2𝑥𝑥� −2𝑥𝑥� = 0  すなわち �    1    1

−2 −2 � � 
𝑥𝑥�
𝑥𝑥�

 � = � 00 �            

の解を，任意定数を用いて表す． 

（解答） 

 見かけの上では方程式が 2 本であるが，事実上は 𝑥𝑥� + 𝑥𝑥� = 0 ⋯ ①  の 1 本のみである．  

 このとき，（任意定数の個数）=（未知数の数）－（方程式の事実上の本数）= 2 − 1 = 1 となっている． 

そして，方程式①において，𝑥𝑥� = 𝑠𝑠, 𝑥𝑥� = −𝑠𝑠 (𝑠𝑠 は任意定数) または，𝑥𝑥� = −𝑡𝑡, 𝑥𝑥� = 𝑡𝑡 (𝑡𝑡 は任意定数)とお

くことができる．よって，この連立一次方程式の解は任意定数を用いて 

� 
𝑥𝑥�
𝑥𝑥�

 � = �    𝑠𝑠−𝑠𝑠 � = 𝑠𝑠 �    1−1 �                             

または 

� 
𝑥𝑥�
𝑥𝑥�

 � = �   −𝑡𝑡
     𝑡𝑡 � = 𝑡𝑡 �   −1

     1 �                             

と表すことができる． 

（解答終） 
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11..  ははじじめめにに  

 

 大学初年次の線形代数において，次のことを学ぶ．  

  𝑛𝑛 個の未知数 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛  を含む 𝑚𝑚個の方程式からなる連立一次方程式 

(∗) �
𝑎𝑎��𝑥𝑥�
𝑎𝑎��𝑥𝑥� 
𝑎𝑎��𝑥𝑥�

+
+ 
+

𝑎𝑎��𝑥𝑥�
𝑎𝑎��𝑥𝑥� 
𝑎𝑎��𝑥𝑥�

+
+
⋮
+

⋯
⋯ 
⋯

+
+ 
+

𝑎𝑎��𝑥𝑥�
𝑎𝑎��𝑥𝑥� 
𝑎𝑎��𝑥𝑥�

=
= 
=

𝑏𝑏�
𝑏𝑏� 
𝑏𝑏�

              

について 

𝐴𝐴 = �

𝑎𝑎�� 𝑎𝑎��
𝑎𝑎�� 𝑎𝑎��

⋯ 𝑎𝑎��
⋯ 𝑎𝑎��

⋮ ⋮
𝑎𝑎�� 𝑎𝑎��

⋱ ⋮
⋯ 𝑎𝑎��

� , 𝒙𝒙 = �

𝑥𝑥�
𝑥𝑥�
⋮

𝑥𝑥�

� ,      𝒃𝒃 = �

𝑏𝑏�
𝑏𝑏�
⋮

𝑏𝑏�

�             

とおけば，連立一次方程式(∗)は 

� 

𝑎𝑎�� 𝑎𝑎��
𝑎𝑎�� 𝑎𝑎��

⋯ ⋯ 𝑎𝑎��
⋯ ⋯ 𝑎𝑎��

⋮ ⋮
𝑎𝑎�� 𝑎𝑎��

⋯ ⋯ ⋮
⋯ ⋯ 𝑎𝑎��

 � � 

𝑥𝑥�
𝑥𝑥�
⋮

𝑥𝑥�

 � = �

𝑏𝑏�
𝑏𝑏�
⋮

𝑏𝑏�

�  すなわち 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝒃𝒃                       

 と表される．このとき行列 𝐴𝐴 を連立一次方程式(∗)の係係数数行行列列という．また 

(𝐴𝐴  𝒃𝒃) = �

𝑎𝑎�� 𝑎𝑎��
𝑎𝑎�� 𝑎𝑎��

⋯ 𝑎𝑎��
⋯ 𝑎𝑎��

⋮ ⋮
𝑎𝑎�� 𝑎𝑎��

⋱ ⋮
⋯ 𝑎𝑎��

 

 
  

𝑏𝑏�
𝑏𝑏�

 
  

⋮
𝑏𝑏�

�                     
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 本論文では，定理(2)にあるような連立一次方程式がもつ無数の解を，任意定数を用いて表す方法について，例題を挙げな

がら解説する． 

 

22..  任任意意定定数数をを用用いいたた連連立立一一次次方方程程式式のの解解のの表表しし方方  

 

[[重要]]   連立一次方程式において，（未知数の数）>（方程式の本数）場合には，無数の個数からなる解をもつ．このとき

には任意定数を用いて解を表記することができるのであるが，この中に現れる任意定数の個数は 

   （未知数の数）―（方程式の本数） 

である． 

 

例例題題 11  

 連立一次方程式 

� 
     𝑥𝑥� +   𝑥𝑥� = 0
−2𝑥𝑥� −2𝑥𝑥� = 0  すなわち �    1    1

−2 −2 � � 
𝑥𝑥�
𝑥𝑥�

 � = � 00 �            

の解を，任意定数を用いて表す． 

（解答） 

 見かけの上では方程式が 2 本であるが，事実上は 𝑥𝑥� + 𝑥𝑥� = 0 ⋯ ①  の 1 本のみである．  

 このとき，（任意定数の個数）=（未知数の数）－（方程式の事実上の本数）= 2 − 1 = 1 となっている． 

そして，方程式①において，𝑥𝑥� = 𝑠𝑠, 𝑥𝑥� = −𝑠𝑠 (𝑠𝑠 は任意定数) または，𝑥𝑥� = −𝑡𝑡, 𝑥𝑥� = 𝑡𝑡 (𝑡𝑡 は任意定数)とお

くことができる．よって，この連立一次方程式の解は任意定数を用いて 

� 
𝑥𝑥�
𝑥𝑥�

 � = �    𝑠𝑠−𝑠𝑠 � = 𝑠𝑠 �    1−1 �                             

または 

� 
𝑥𝑥�
𝑥𝑥�

 � = �   −𝑡𝑡
     𝑡𝑡 � = 𝑡𝑡 �   −1

     1 �                             

と表すことができる． 

（解答終） 
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例例題題 22  

 連立一次方程式 

� 
3𝑥𝑥� −6𝑥𝑥� +6𝑥𝑥� = 0
3𝑥𝑥� −6𝑥𝑥� +6𝑥𝑥� = 0
3𝑥𝑥� −6𝑥𝑥� +6𝑥𝑥� = 0

  すなわち  � 
3 −6 6
3 −6 6
3 −6 6

 � � 
𝑥𝑥�
𝑥𝑥�
𝑥𝑥�

 � = �
0
0
0

 � 

の解を，任意定数を用いて表す． 

（解答） 

見かけの上では方程式が 3 本であるが，事実上は 𝑥𝑥� − 2𝑥𝑥� + 2𝑥𝑥� = 0 ⋯②  の 1 本のみである． 

 このとき，（任意定数の個数）=（未知数の数）－（方程式の事実上の本数）= 3 − 1 = 2 となっている． 

 2 個の任意定数を用いて解を表すのであるが，その 2 つは 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 のいずれでもよいことに留意されたい． 

 言い換えると，次の (i), (ii) , (iii) のいずれでもよいのである． 

 

(i)  𝑥𝑥� = 𝛼𝛼, 𝑥𝑥� = 𝛽𝛽   (𝛼𝛼, 𝛽𝛽  は任意定数) とおく． 

 ②に代入すると，𝛼𝛼 − 2𝛽𝛽 + 2𝑥𝑥� = 0より，𝑥𝑥� =  � 
 � 

(−𝛼𝛼 + 2𝛽𝛽) = −  � 
 � 

𝛼𝛼 + 𝛽𝛽であるから 

� 
𝑥𝑥�
𝑥𝑥�
𝑥𝑥�

 � = � 

𝛼𝛼
𝛽𝛽

−
 1 
 2 

𝛼𝛼 + 𝛽𝛽
 � = 𝛼𝛼 � 

1
0

−
 1 
 2 

 � + 𝛽𝛽 � 
0
1
1

 � = 𝛾𝛾 � 
2
0

−1
 � + 𝛽𝛽 � 

0
1
1

 �  �𝛾𝛾 =
 1 
 2 

𝛼𝛼�   

 

(ii) 𝑥𝑥� = 𝑟𝑟, 𝑥𝑥� = 𝑠𝑠   (𝑟𝑟, 𝑠𝑠  は任意定数) とおく． 

 ②に代入すると， 𝑥𝑥� − 2𝑟𝑟 + 2𝑠𝑠 = 0より， 𝑥𝑥� = 2𝑟𝑟 − 2𝑠𝑠であるから 

� 
𝑥𝑥�
𝑥𝑥�
𝑥𝑥�

 � = � 
2𝑟𝑟 − 2𝑠𝑠

𝑟𝑟
𝑠𝑠

 � = 𝑟𝑟 � 
2
1
0

 � + 𝑠𝑠 � 
−2
0
1

 �                    

 

(iii) 𝑥𝑥� = 𝑡𝑡, 𝑥𝑥� = 𝑢𝑢   (𝑡𝑡, 𝑢𝑢  は任意定数) とおく． 

 ②に代入すると，𝑡𝑡 − 2𝑥𝑥� + 2𝑢𝑢 = 0より， 𝑥𝑥� =  � 
 � 

(𝑡𝑡 + 2𝑢𝑢) =  � 
 � 

𝑡𝑡 + 𝑢𝑢 であるから 

� 
𝑥𝑥�
𝑥𝑥�
𝑥𝑥�

 � = � 
𝑡𝑡

 1 
 2 

𝑡𝑡 + 𝑢𝑢
𝑢𝑢

 � = 𝑡𝑡 � 
1
 1 
 2 
0

 � + 𝑢𝑢 � 
0
1
1

 � = 𝑣𝑣 � 
2
1
0

 � + 𝑢𝑢 � 
0
1
1

 �     �𝑣𝑣 =
 1 
 2 

𝑡𝑡�   

（解答終） 
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 任意定数を用いた表現である 𝑠𝑠 �    1−1 � と 𝑡𝑡 �   −1
     1 � は，1 つの式と捉えるのではなく，式の集まり（集合）として

認識されたい． 𝑠𝑠 �    1−1 � は集合 �𝑠𝑠 �    1−1 � | 𝑠𝑠 は任意定数� を示しており， 𝑡𝑡 �   −1
     1 � は集合 �  𝑡𝑡 �   −1

     1 � |𝑡𝑡 

は任意定数 �を示している． 

   例えば 

1. 𝑠𝑠 = 1 の場合には�    1−1 �，𝑡𝑡 = −1の場合にも，同じ �    1−1 � を示す． 

2. 𝑠𝑠 = −1 の場合には� −1
   1 �，𝑡𝑡 = 1の場合にも，同じ � −1

   1 � を示す． 

3. 𝑠𝑠 = 3 の場合には�    3−3 �，𝑡𝑡 = −3の場合にも，同じ �    3−3 � を示す． 

4. 𝑠𝑠 = −  � 
 � 

 の場合には� 
−  1 

 5 

     1 
 5 

 �，𝑡𝑡 =  � 
 � 

  の場合にも，同じ � 
−  1 

 5 

     1 
 5 

 � を示す． 

となっており，表記の方法が異なるが，上記の 2 つの集合 𝑠𝑠 �    1−1 � と 𝑡𝑡 �   −1
     1 � は一致している． 

 

【補足説明】 

   例えば 

𝐴𝐴 = � 𝑐𝑐 �    3−1 �  |  𝑐𝑐 は任意定数 � ,  𝐵𝐵 = � 𝑘𝑘 � 
  −1

   
 1 
 3 

 �  |  𝑘𝑘 は任意定数� 

について， 𝐴𝐴 = 𝐵𝐵 であることを示してみる． 

（証明） 

  𝐴𝐴 の任意の元は，𝑐𝑐 �    3−1 � = −3𝑐𝑐 � 
−1
   � 

 � 
 � の形をしていることから，𝐵𝐵 の元となっていることがわかる． 

  したがって， 𝐴𝐴 ⊂ 𝐵𝐵 ⋯ ① となっている．さらに 

𝐵𝐵 の任意の元は，𝑘𝑘 � 
  −1
    � 

 � 
 � = −  � 

 � 
𝑘𝑘 �    3−1 � の形をしていることから，𝐴𝐴  の元となっていることがわかる． 

したがって， 𝐵𝐵 ⊂ 𝐴𝐴 ⋯ ②  となっている． 

よって，①, ②により 𝐴𝐴 = 𝐵𝐵 であることが示された． 

（証明終） 

 さらに，𝑐𝑐�, 𝑐𝑐�, 𝑐𝑐�,  𝑐𝑐�, 𝑐𝑐�, 𝑐𝑐�  を任意定数とするとき 

𝑐𝑐� �    3−1 � ,   𝑐𝑐� �−3
   1� ,   𝑐𝑐� �

  −1

     
 1 
 3 

� ,    𝑐𝑐� � 
    1

−
 1 
 3 

 � ,    𝑐𝑐� �    6−2 � ,     𝑐𝑐� � −9
   3 �          

などがすべて同じ集合であり，他にいくらでも表記の方法があることが理解されれば十分ではないだろうか． 
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例例題題 22  

 連立一次方程式 

� 
3𝑥𝑥� −6𝑥𝑥� +6𝑥𝑥� = 0
3𝑥𝑥� −6𝑥𝑥� +6𝑥𝑥� = 0
3𝑥𝑥� −6𝑥𝑥� +6𝑥𝑥� = 0

  すなわち  � 
3 −6 6
3 −6 6
3 −6 6

 � � 
𝑥𝑥�
𝑥𝑥�
𝑥𝑥�

 � = �
0
0
0

 � 

の解を，任意定数を用いて表す． 

（解答） 

見かけの上では方程式が 3 本であるが，事実上は 𝑥𝑥� − 2𝑥𝑥� + 2𝑥𝑥� = 0 ⋯②  の 1 本のみである． 

 このとき，（任意定数の個数）=（未知数の数）－（方程式の事実上の本数）= 3 − 1 = 2 となっている． 

 2 個の任意定数を用いて解を表すのであるが，その 2 つは 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 のいずれでもよいことに留意されたい． 

 言い換えると，次の (i), (ii) , (iii) のいずれでもよいのである． 

 

(i)  𝑥𝑥� = 𝛼𝛼, 𝑥𝑥� = 𝛽𝛽   (𝛼𝛼, 𝛽𝛽  は任意定数) とおく． 

 ②に代入すると，𝛼𝛼 − 2𝛽𝛽 + 2𝑥𝑥� = 0より，𝑥𝑥� =  � 
 � 

(−𝛼𝛼 + 2𝛽𝛽) = −  � 
 � 

𝛼𝛼 + 𝛽𝛽であるから 

� 
𝑥𝑥�
𝑥𝑥�
𝑥𝑥�

 � = � 

𝛼𝛼
𝛽𝛽

−
 1 
 2 

𝛼𝛼 + 𝛽𝛽
 � = 𝛼𝛼 � 

1
0

−
 1 
 2 

 � + 𝛽𝛽 � 
0
1
1

 � = 𝛾𝛾 � 
2
0

−1
 � + 𝛽𝛽 � 

0
1
1

 �  �𝛾𝛾 =
 1 
 2 

𝛼𝛼�   

 

(ii) 𝑥𝑥� = 𝑟𝑟, 𝑥𝑥� = 𝑠𝑠   (𝑟𝑟, 𝑠𝑠  は任意定数) とおく． 

 ②に代入すると， 𝑥𝑥� − 2𝑟𝑟 + 2𝑠𝑠 = 0より， 𝑥𝑥� = 2𝑟𝑟 − 2𝑠𝑠であるから 

� 
𝑥𝑥�
𝑥𝑥�
𝑥𝑥�

 � = � 
2𝑟𝑟 − 2𝑠𝑠

𝑟𝑟
𝑠𝑠

 � = 𝑟𝑟 � 
2
1
0

 � + 𝑠𝑠 � 
−2
0
1

 �                    

 

(iii) 𝑥𝑥� = 𝑡𝑡, 𝑥𝑥� = 𝑢𝑢   (𝑡𝑡, 𝑢𝑢  は任意定数) とおく． 

 ②に代入すると，𝑡𝑡 − 2𝑥𝑥� + 2𝑢𝑢 = 0より， 𝑥𝑥� =  � 
 � 

(𝑡𝑡 + 2𝑢𝑢) =  � 
 � 

𝑡𝑡 + 𝑢𝑢 であるから 

� 
𝑥𝑥�
𝑥𝑥�
𝑥𝑥�

 � = � 
𝑡𝑡

 1 
 2 

𝑡𝑡 + 𝑢𝑢
𝑢𝑢

 � = 𝑡𝑡 � 
1
 1 
 2 
0

 � + 𝑢𝑢 � 
0
1
1

 � = 𝑣𝑣 � 
2
1
0

 � + 𝑢𝑢 � 
0
1
1

 �     �𝑣𝑣 =
 1 
 2 

𝑡𝑡�   

（解答終） 
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 任意定数を用いた表現である 𝑠𝑠 �    1−1 � と 𝑡𝑡 �   −1
     1 � は，1 つの式と捉えるのではなく，式の集まり（集合）として

認識されたい． 𝑠𝑠 �    1−1 � は集合 �𝑠𝑠 �    1−1 � | 𝑠𝑠 は任意定数� を示しており， 𝑡𝑡 �   −1
     1 � は集合 �  𝑡𝑡 �   −1

     1 � |𝑡𝑡 

は任意定数 �を示している． 

   例えば 

1. 𝑠𝑠 = 1 の場合には�    1−1 �，𝑡𝑡 = −1の場合にも，同じ �    1−1 � を示す． 

2. 𝑠𝑠 = −1 の場合には� −1
   1 �，𝑡𝑡 = 1の場合にも，同じ � −1

   1 � を示す． 

3. 𝑠𝑠 = 3 の場合には�    3−3 �，𝑡𝑡 = −3の場合にも，同じ �    3−3 � を示す． 

4. 𝑠𝑠 = −  � 
 � 

 の場合には� 
−  1 

 5 

     1 
 5 

 �，𝑡𝑡 =  � 
 � 

  の場合にも，同じ � 
−  1 

 5 

     1 
 5 

 � を示す． 

となっており，表記の方法が異なるが，上記の 2 つの集合 𝑠𝑠 �    1−1 � と 𝑡𝑡 �   −1
     1 � は一致している． 

 

【補足説明】 

   例えば 

𝐴𝐴 = � 𝑐𝑐 �    3−1 �  |  𝑐𝑐 は任意定数 � ,  𝐵𝐵 = � 𝑘𝑘 � 
  −1

   
 1 
 3 

 �  |  𝑘𝑘 は任意定数� 

について， 𝐴𝐴 = 𝐵𝐵 であることを示してみる． 

（証明） 

  𝐴𝐴 の任意の元は，𝑐𝑐 �    3−1 � = −3𝑐𝑐 � 
−1
   � 

 � 
 � の形をしていることから，𝐵𝐵 の元となっていることがわかる． 

  したがって， 𝐴𝐴 ⊂ 𝐵𝐵 ⋯ ① となっている．さらに 

𝐵𝐵 の任意の元は，𝑘𝑘 � 
  −1
    � 

 � 
 � = −  � 

 � 
𝑘𝑘 �    3−1 � の形をしていることから，𝐴𝐴  の元となっていることがわかる． 

したがって， 𝐵𝐵 ⊂ 𝐴𝐴 ⋯ ②  となっている． 

よって，①, ②により 𝐴𝐴 = 𝐵𝐵 であることが示された． 

（証明終） 

 さらに，𝑐𝑐�, 𝑐𝑐�, 𝑐𝑐�,  𝑐𝑐�, 𝑐𝑐�, 𝑐𝑐�  を任意定数とするとき 

𝑐𝑐� �    3−1 � ,   𝑐𝑐� �−3
   1� ,   𝑐𝑐� �

  −1

     
 1 
 3 

� ,    𝑐𝑐� � 
    1

−
 1 
 3 

 � ,    𝑐𝑐� �    6−2 � ,     𝑐𝑐� � −9
   3 �          

などがすべて同じ集合であり，他にいくらでも表記の方法があることが理解されれば十分ではないだろうか． 
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