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あらまし

 本論文において，無理関数の積分の計算方法の一つについて解説する．ある型の無理関数の積分は，特定の変数変換をするこ

とによって有理関数の積分に帰着して求めることができる．具体的な計算の例も付け加える． 

Abstract 
    In this paper, we give explanation of a calculation method of indefinite integrals of irrational functions. A certain type of indefinite integrals 
of irrational functions reduced to that of rational functions by means of specific changes of variables. Also, we present several concreate 
examples. 
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1. はじめに

大学初年次の微分積分において無理関数の不定積分について学ぶが，拙著「大学初年次における数学教材の提案（その 47）～ 

無理関数の積分公式 ～」1) ではその中で重要と思われる公式として，次の 4 つを挙げた．  

(i) �
1

√𝑥𝑥2 + 𝐴𝐴
𝑑𝑑𝑑𝑑 = log � 𝑥𝑥 + �𝑥𝑥2 + 𝐴𝐴 � + 𝐶𝐶 (𝐴𝐴 ≠ 0)

(ii) ��𝑥𝑥2 + 𝐴𝐴 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
1
 2 
�𝑥𝑥�𝑥𝑥2 + 𝐴𝐴 + 𝐴𝐴 log � 𝑥𝑥 + �𝑥𝑥2 + 𝐴𝐴 �� + 𝐶𝐶 (𝐴𝐴 ≠ 0)

(iii) �
1

√𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥2
𝑑𝑑𝑑𝑑 = sin−1

 𝑥𝑥 
 𝑎𝑎 

+ 𝐶𝐶 (𝑎𝑎 >  0)

(iv) �  �𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
1
 2 
� 𝑥𝑥�𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎2sin−1

 𝑥𝑥 
 𝑎𝑎 

 �  + 𝐶𝐶 (𝑎𝑎 >  0)

これに引き続き本論文では，不定積分

�  𝑅𝑅 �𝑥𝑥,�𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐  �  𝑑𝑑𝑑𝑑

（ ただし， 𝑅𝑅�𝑥𝑥, √𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐  �  は，𝑥𝑥 と √𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐     (𝑎𝑎 ≠ 0, 𝐷𝐷 = 𝑏𝑏2 − 4𝑎𝑎𝑎𝑎 ≠ 0 ) の有理関数を表す．） 

について，特定の変数変換を用いた計算方法について述べる．
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2. ∫  𝑹𝑹 �𝒙𝒙,�𝒂𝒂𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒃𝒃𝒃𝒃 + 𝒄𝒄  �  𝒅𝒅𝒅𝒅  の計算方法

不定積分

�  𝑅𝑅 �𝑥𝑥,�𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐  �  𝑑𝑑𝑑𝑑 

の計算方法の一つとして，次のことが知られている．2)3)4) 

(I) 𝑎𝑎 > 0 の場合

① 𝐷𝐷 > 0  のとき 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 𝑎𝑎(𝑥𝑥 − 𝛼𝛼)(𝑥𝑥 − 𝛽𝛽)   (𝛼𝛼 < 𝛽𝛽) とおく．

㋐ �𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐  = √𝑎𝑎 (𝑥𝑥 − 𝛽𝛽)�
𝑥𝑥 − 𝛼𝛼
𝑥𝑥 − 𝛽𝛽

であり

�
𝑥𝑥 − 𝛼𝛼
𝑥𝑥 − 𝛽𝛽

= 𝑡𝑡 

すなわち

𝑥𝑥 =
 𝛼𝛼 − 𝛽𝛽𝑡𝑡2 

1 − 𝑡𝑡2

と置換すれば，𝑡𝑡 の有理関数の積分に変換される． 

㋑ �𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐  = 𝑡𝑡 − √𝑎𝑎 𝑥𝑥

すなわち

𝑥𝑥 =
𝑡𝑡2 − 𝑐𝑐

 𝑏𝑏 + 2√𝑎𝑎𝑡𝑡 

と置換すれば，𝑡𝑡 の有理関数の積分に変換される． 

② 𝐷𝐷 < 0  のとき

�𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐  = 𝑡𝑡 − √𝑎𝑎 𝑥𝑥 

すなわち

𝑥𝑥 =
𝑡𝑡2 − 𝑐𝑐

 𝑏𝑏 + 2√𝑎𝑎𝑡𝑡 

と置換すれば，𝑡𝑡 の有理関数の積分に変換される． 

(II) 𝑎𝑎 < 0 の場合

① 𝐷𝐷 > 0  のとき 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 𝑎𝑎(𝑥𝑥 − 𝛼𝛼)(𝑥𝑥 − 𝛽𝛽)   (𝛼𝛼 < 𝑥𝑥 < 𝛽𝛽) とおく．

�𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐  = √−𝑎𝑎 (𝛽𝛽 − 𝑥𝑥)�
𝑥𝑥 − 𝛼𝛼 
𝛽𝛽 − 𝑥𝑥 

であり

�
𝑥𝑥 − 𝛼𝛼 
𝛽𝛽 − 𝑥𝑥 

= 𝑡𝑡 
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すなわち

𝑥𝑥 =
 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑡𝑡2 

1 + 𝑡𝑡2

と置換すれば，𝑡𝑡 の有理関数の積分に変換される． 

② 𝐷𝐷 < 0  のとき 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 < 0 となるから，この場合は除く．

3. ∫  𝑹𝑹 �𝒙𝒙,�𝒂𝒂𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒃𝒃𝒃𝒃 + 𝒄𝒄  �  𝒅𝒅𝒅𝒅の計算例

第 2 章で述べた手法を用いた計算の例を挙げる． 

例題１5)6) 

𝐼𝐼1 = �
1

 𝑥𝑥√ 1 + 𝑥𝑥2 
 𝑑𝑑𝑑𝑑 を求めよ．

（解答）

第 2 章の(I)②の場合である． 

√ 1 + 𝑥𝑥2 = 𝑡𝑡 − 𝑥𝑥⋯(3.1.1) とおく．

両辺を 2 乗して 

1 + 𝑥𝑥2 = 𝑡𝑡2 − 2𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝑥𝑥2

2𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑡𝑡2 − 1

𝑥𝑥 =
 𝑡𝑡2 − 1 

2𝑡𝑡
⋯ (3.1.2)

であるから

 𝑑𝑑𝑑𝑑 
 𝑑𝑑𝑑𝑑 

=
 1 
 2 
�𝑡𝑡 −

1
 𝑡𝑡 
�
′

=
 1 
 2 
�1 +

1
 𝑡𝑡2 

� =
 𝑡𝑡2 + 1 

2 𝑡𝑡2

すなわち

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
 𝑡𝑡2 + 1 

2 𝑡𝑡2
 𝑑𝑑𝑑𝑑 ⋯(3.1.3)

であり，(3.1.2) より 

� 1 + 𝑥𝑥2 = 𝑡𝑡 − 𝑥𝑥

= 𝑡𝑡 −
 𝑡𝑡2 − 1 

2𝑡𝑡

=
 2𝑡𝑡2 

2𝑡𝑡
−

 𝑡𝑡2 − 1 
2𝑡𝑡

=
 𝑡𝑡2 + 1 

2𝑡𝑡
⋯ (3.1.4)

となっている．したがって，(3.1.2), (3.1.3), (3.1.4) より 

𝐼𝐼1 = �
2𝑡𝑡

  𝑡𝑡2 − 1 
 ∙

2𝑡𝑡
 𝑡𝑡2 + 1 

∙
 𝑡𝑡2 + 1 

2 𝑡𝑡2
 𝑑𝑑𝑑𝑑
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= �
2

 𝑡𝑡2 − 1 
 𝑑𝑑𝑑𝑑

= �
2

 (𝑡𝑡 − 1)(𝑡𝑡 + 1) 
 𝑑𝑑𝑑𝑑

= ��
1

 𝑡𝑡 − 1 
−

1
 𝑡𝑡 + 1 

�  𝑑𝑑𝑑𝑑 

= log|𝑡𝑡 − 1| − log|𝑡𝑡 + 1| + 𝐶𝐶 

= log �
 𝑡𝑡 − 1 
 𝑡𝑡 + 1 �

+ 𝐶𝐶

= log �
 𝑡𝑡 − 1 
 𝑡𝑡 + 1 �

+ 𝐶𝐶

(3.1.1) より 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 + � 1 + 𝑥𝑥2  であるから

= log �
 𝑥𝑥 + √ 1 + 𝑥𝑥2 − 1 
 𝑥𝑥 + √ 1 + 𝑥𝑥2 + 1 

� + 𝐶𝐶

が得られる．

（解答終）

例題２7)8) 

𝐼𝐼2 = �
1

 (2 + 3𝑥𝑥)√ 4 − 𝑥𝑥2 
 𝑑𝑑𝑑𝑑 を求めよ．

（解答）

第 2 章の(II)①の場合である．

� 4 − 𝑥𝑥2 = � (2 − 𝑥𝑥)(2 + 𝑥𝑥) = (2 − 𝑥𝑥)�
 2 + 𝑥𝑥 
 2 − 𝑥𝑥 

 ⋯ (3.2.1) 

としておく．

𝑡𝑡 = � 2 +𝑥𝑥
 2− 𝑥𝑥 ⋯(3.2.2)

とおいて，両辺を 2 乗すると 

𝑡𝑡2 =
 2 + 𝑥𝑥 
 2 − 𝑥𝑥 

(2 − 𝑥𝑥)𝑡𝑡2 = 2 + 𝑥𝑥

(𝑡𝑡2 + 1)𝑥𝑥 = 2(𝑡𝑡2 − 1)

𝑥𝑥 =
 2(𝑡𝑡2 − 1) 
𝑡𝑡2 + 1

⋯(3.2.3) 

となるから

 𝑑𝑑𝑑𝑑 
 𝑑𝑑𝑑𝑑 

= 2 ∙
 2𝑡𝑡 ∙ (𝑡𝑡2 + 1) − (𝑡𝑡2 − 1) ∙ 2𝑡𝑡 

(𝑡𝑡2 + 1)2 =
8𝑡𝑡

 (𝑡𝑡2 + 1)2 
すなわち
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𝑑𝑑𝑑𝑑 =
8𝑡𝑡

 (𝑡𝑡2 + 1)2 
 𝑑𝑑𝑑𝑑 ⋯ (3.2.4) 

また，(3.2.3) より 

2 + 3𝑥𝑥 = 2 + 3 ∙
 2(𝑡𝑡2 − 1) 
𝑡𝑡2 + 1

=
 2(𝑡𝑡2 + 1) 
𝑡𝑡2 + 1

+ 3 ∙
 2(𝑡𝑡2 − 1) 
𝑡𝑡2 + 1

=
 8𝑡𝑡2 − 4 
𝑡𝑡2 + 1

=
 4(2𝑡𝑡2 − 1) 
𝑡𝑡2 + 1

⋯(3.2.5)

であり，さらに，(3.2.1), (3.2.2), (3.3.3) により 

� 4 − 𝑥𝑥2 = (2 − 𝑥𝑥)�
 2 + 𝑥𝑥 
 2 − 𝑥𝑥 

= �2 −
 2(𝑡𝑡2 − 1) 
𝑡𝑡2 + 1 � ∙ 𝑡𝑡

= �
 2(𝑡𝑡2 + 1) 
𝑡𝑡2 + 1

−
 2(𝑡𝑡2 − 1) 
𝑡𝑡2 + 1 � ∙ 𝑡𝑡

=
 4𝑡𝑡 
𝑡𝑡2 + 1

⋯(3.2.6)

となっている．したがって，(3.2.4), (3.2.5), (3.3.6) により 

𝐼𝐼2 = �
 𝑡𝑡2 + 1 

 4(2𝑡𝑡2 − 1) 
∙

 𝑡𝑡2 + 1 
 4𝑡𝑡 

∙  
8𝑡𝑡

 (𝑡𝑡2 + 1)2 
 𝑑𝑑𝑑𝑑

= �
 1 

 2(2𝑡𝑡2 − 1) 
 𝑑𝑑𝑑𝑑

=
 1 
 4 
�

 1 

𝑡𝑡2 −  1
 2 

 𝑑𝑑𝑑𝑑

=
 1 
 4 
�

 1 

�𝑡𝑡 −  1
√2

� �𝑡𝑡 +  1
√2

� 
 𝑑𝑑𝑑𝑑

=
 1 

 4√2 
��

1

𝑡𝑡 −  1
√2

−
 1 

𝑡𝑡 +  1
√2

�  𝑑𝑑𝑑𝑑

=
 1 

 4√2 
log �

𝑡𝑡 −  1
√2

𝑡𝑡 +  1
√2

� + 𝐶𝐶

=
 1 

 4√2 
log �

√2 𝑡𝑡 − 1
√2𝑡𝑡 + 1

� + 𝐶𝐶
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(3.2.2)により 

=
 1 

 4√2 
log ��

√2 ∙ � 2 + 𝑥𝑥 
 2 − 𝑥𝑥 − 1

√2 ∙ � 2 + 𝑥𝑥 
 2 − 𝑥𝑥 + 1

�� + 𝐶𝐶

=
 1 

 4√2 
log �

√4 + 2𝑥𝑥  − √2 − 𝑥𝑥
√4 + 2𝑥𝑥 +  √2 − 𝑥𝑥

� + 𝐶𝐶

が得られる．

（解答終）
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