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あらまし

本論文では，ウォリスの積分と呼ばれる閉区間 �0,  𝜋𝜋 
2  �における三角関数 sin𝑚𝑚 𝑥𝑥 およびcos𝑚𝑚 𝑥𝑥の定積分の公式を示し，さら

に，このウォリスの積分を用いて円周率 𝜋𝜋 を表す等式の一つであるウォリスの公式を導く方法の解説を試みる．

Abstract 
    In this paper, we present a formula of definite integrals of trigonometric functions called Wallis Formula. In addition, we give explanation 
of Wallis Formula by means of Wallis integral. 

キーワード：ウォリスの公式, ウォリスの積分，円周率

Keywords: Wallis Formula, Wallis Integral, Circle Ratio 

1. はじめに

大学初年次の微分積分において，sin𝑘𝑘 𝑥𝑥, cos𝑘𝑘 𝑥𝑥 の定積分について 

𝐼𝐼𝑘𝑘 = � sin𝑘𝑘
 𝜋𝜋 
2

0
𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑,    𝐽𝐽𝑘𝑘 = � cos𝑘𝑘

 𝜋𝜋 
2

0
𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑       (𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ ) 

とおけば

𝐼𝐼𝑘𝑘 =  𝐽𝐽𝑘𝑘

であり，𝑘𝑘 が偶数であるか，奇数であるかにしたがって場合分けをすれば 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝐼𝐼2𝑛𝑛  =  2𝑛𝑛− 1 

2𝑛𝑛 ∙  2𝑛𝑛− 3 
 2𝑛𝑛− 2 ∙ ⋯ ∙  3 

 4 ∙
 1 
 2 ∙

 𝜋𝜋
2 

𝐼𝐼2𝑛𝑛+1 = 2𝑛𝑛
 2𝑛𝑛+ 1 ∙

 2𝑛𝑛− 2 
 2𝑛𝑛− 1 ∙ ⋯ ∙  4 

 5 ∙
 2
 3 

が成り立つことを学ぶ．この積分公式はウォリスの積分とも呼ばれる．1)2) 

本論文では，このウォリスの積分を用いることにより，ウォリスの公式と呼ばれる円周率を表す等式

√𝝅𝝅 = lim
𝑛𝑛→+∞

 22𝑛𝑛 ∙ (𝑛𝑛!)2 
√𝑛𝑛 ∙ (2𝑛𝑛)!

を導く方法 2)3)4)について解説する． 

*1 理系教育センター 教授

STEM Education Center，Professor
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2.ウォリス積分

定積分

𝐼𝐼𝑘𝑘 = � sin𝑘𝑘
 𝜋𝜋 
2

0
𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑,    𝐽𝐽𝑘𝑘 = � cos𝑘𝑘

 𝜋𝜋 
2

0
𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑       (𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ ) 

について考える．

𝐽𝐽𝑘𝑘 = � sin𝑘𝑘
 𝜋𝜋 
2

0
�

 𝜋𝜋 
2
− 𝑥𝑥�  𝑑𝑑𝑑𝑑

は

𝑡𝑡 =
 𝜋𝜋 
2
− 𝑥𝑥

とおくと

 𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝑑𝑑𝑑𝑑
であり

𝑥𝑥  � 0 →  
 𝜋𝜋 
2

𝑡𝑡  � 
 𝜋𝜋 
2

→ 0

となるから

𝐽𝐽𝑘𝑘 = �   sin𝑘𝑘
0

 𝜋𝜋 
2

𝑡𝑡 (−𝑑𝑑𝑑𝑑)

= � sin𝑘𝑘
 𝜋𝜋 
2

0
𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑑𝑑

により

𝐼𝐼𝑘𝑘 = 𝐽𝐽𝑘𝑘
となることがわかる. 

一方

𝐼𝐼𝑘𝑘 = � sin𝑘𝑘
 𝜋𝜋 
2

0
𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

= � sin𝑘𝑘−1
 𝜋𝜋 
2

0
𝑥𝑥 sin𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

= [sin𝑘𝑘−1 𝑥𝑥 ∙ (− cos𝑥𝑥)] 0

 𝜋𝜋 
2 − � (𝑘𝑘 − 1)sin𝑘𝑘−2

 𝜋𝜋 
2

0
𝑥𝑥 ∙ cos𝑥𝑥 ∙ (− cos𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � (𝑘𝑘 − 1)sin𝑘𝑘−2
 𝜋𝜋 
2

0
𝑥𝑥 ∙ cos2𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

= � (𝑘𝑘 − 1)sin𝑘𝑘−2
 𝜋𝜋 
2

0
𝑥𝑥 ∙ (1 − sin2𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑 
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= (𝑘𝑘 − 1)� �sin𝑘𝑘−2𝑥𝑥 − sin𝑘𝑘𝑥𝑥�
 𝜋𝜋 
2

0
 𝑑𝑑𝑑𝑑

= (𝑘𝑘 − 1)𝐼𝐼𝑘𝑘−2 − (𝑘𝑘 − 1)𝐼𝐼𝑘𝑘
により

𝑘𝑘𝐼𝐼𝑘𝑘 = (𝑘𝑘 − 1)𝐼𝐼𝑘𝑘−2
すなわち

𝐼𝐼𝑘𝑘 =
 𝑘𝑘 − 1 
𝑘𝑘

𝐼𝐼𝑘𝑘−2 ⋯ (2.1)

が成り立つ．

また

𝐼𝐼0 = � 1
 𝜋𝜋 
2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

 𝜋𝜋 
2

,

𝐼𝐼1 = � sin𝑥𝑥
 𝜋𝜋 
2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = [− cos𝑥𝑥] 0

 𝜋𝜋 
2 = 1

であるから，𝑘𝑘 が偶数であるか，奇数であるかにしたがって場合分けをすれば 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝐼𝐼2𝑛𝑛  =  2𝑛𝑛− 1

2𝑛𝑛 ∙  2𝑛𝑛− 3 
 2𝑛𝑛− 2 ∙ ⋯ ∙  3 

 4 ∙
 1 
 2 ∙ 𝐼𝐼0

 

𝐼𝐼2𝑛𝑛+1 = 2𝑛𝑛
 2𝑛𝑛+ 1 ∙

 2𝑛𝑛− 2 
 2𝑛𝑛− 1 ∙ ⋯ ∙  4 

 5 ∙
 2 
 3 ∙ 𝐼𝐼1

すなわち

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧  𝐼𝐼2𝑛𝑛  =

 2𝑛𝑛 − 1 
2𝑛𝑛

∙
 2𝑛𝑛 − 3 
 2𝑛𝑛 − 2 

∙ ⋯ ∙
 3 
 4 
∙

 1 
 2 
∙

 𝜋𝜋 
2 

𝐼𝐼2𝑛𝑛+1 =
2𝑛𝑛

 2𝑛𝑛 + 1 
∙

 2𝑛𝑛 − 2 
 2𝑛𝑛 − 1 

∙ ⋯ ∙
 4 
 5 
∙

 2 
 3 

⋯ (2.2)

が得られる．

これをウォリスの積分という．

3.ウォリスの公式

円周率を表す公式として，ウォリスの公式と呼ばれる等式を紹介する．

補助定理 

𝐼𝐼𝑘𝑘 = � sin𝑘𝑘
 𝜋𝜋 
2

0
𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

とおけば 

lim
𝑛𝑛→+∞

𝐼𝐼2𝑛𝑛
 𝐼𝐼2𝑛𝑛+1 

= 1⋯ (3.1)

が成り立つ． 
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（証明）

閉区間 �0,  𝜋𝜋
2  �  において

0 ≦ sin2𝑛𝑛+1 𝑥𝑥 ≦ sin2𝑛𝑛 𝑥𝑥 ≦ sin2𝑛𝑛−1 𝑥𝑥

であるから

0 ≦ � sin2𝑛𝑛+1
 𝜋𝜋 
2

0
𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 ≦ � sin2𝑛𝑛

 𝜋𝜋 
2

0
𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 ≦ � sin2𝑛𝑛−1

 𝜋𝜋 
2

0
𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 

すなわち

0 ≦ 𝐼𝐼2𝑛𝑛+1 ≦ 𝐼𝐼2𝑛𝑛 ≦ 𝐼𝐼2𝑛𝑛−1
だから

1 ≦
𝐼𝐼2𝑛𝑛

 𝐼𝐼2𝑛𝑛+1 
≦

 𝐼𝐼2𝑛𝑛−1 
 𝐼𝐼2𝑛𝑛+1 

⋯ (3.2)

となる．

また，(2.1) において 𝑘𝑘 = 2𝑛𝑛 + 1 とすれば 

𝐼𝐼2𝑛𝑛+1 =
 2𝑛𝑛 

2𝑛𝑛 + 1
𝐼𝐼2𝑛𝑛−1

となり

 𝐼𝐼2𝑛𝑛−1 
 𝐼𝐼2𝑛𝑛+1 

=
 2𝑛𝑛 + 1 

2𝑛𝑛
であるから

lim
𝑛𝑛→+∞

𝐼𝐼2𝑛𝑛−1
 𝐼𝐼2𝑛𝑛+1 

= lim
𝑛𝑛→+∞

2𝑛𝑛 + 1
 2𝑛𝑛 

= lim
𝑛𝑛→+∞

�1 +
 1 

 2𝑛𝑛 
� = 1

であり，(3.2) により 

lim
𝑛𝑛→+∞

𝐼𝐼2𝑛𝑛
 𝐼𝐼2𝑛𝑛+1 

= 1

が得られる. 

（証明終）

定理（ウォリスの公式） 

√𝝅𝝅 = lim
𝑛𝑛→+∞

 22𝑛𝑛 ∙ (𝑛𝑛!)2 
√𝑛𝑛 ∙ (2𝑛𝑛)!

.

（証明）

(2.2) より 

𝐼𝐼2𝑛𝑛 ∙ 𝐼𝐼2𝑛𝑛+1 =
 2𝑛𝑛 − 1 

2𝑛𝑛
∙

 2𝑛𝑛 − 3 
 2𝑛𝑛 − 2 

∙ ⋯ ∙
 3 
 4 
∙

 1 
 2 
∙

 𝜋𝜋 
2
∙

2𝑛𝑛
 2𝑛𝑛 + 1 

∙
 2𝑛𝑛 − 2 
 2𝑛𝑛 − 1 

∙ ⋯ ∙
 4 
 5 
∙

 2 
 3 

=
1

 2𝑛𝑛 + 1 
∙

 𝜋𝜋 
2

であるから

𝜋𝜋 = 2(2𝑛𝑛 + 1) ∙ 𝐼𝐼2𝑛𝑛 ∙ 𝐼𝐼2𝑛𝑛+1
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より

√𝜋𝜋 = �2(2𝑛𝑛 + 1) ∙ �𝐼𝐼2𝑛𝑛 ∙ �𝐼𝐼2𝑛𝑛+1

= �2(2𝑛𝑛 + 1) ∙ 𝐼𝐼2𝑛𝑛+1 ∙
�𝐼𝐼2𝑛𝑛

 �𝐼𝐼2𝑛𝑛+1 
⋯ (3.3)

となることがわかる．

ところが

𝐼𝐼2𝑛𝑛+1 =
2𝑛𝑛

 2𝑛𝑛 + 1 
∙

 2𝑛𝑛 − 2 
 2𝑛𝑛 − 1 

∙ ⋯ ∙
 4 
 5 
∙

 2 
 3 

=
{2𝑛𝑛 ∙ (2𝑛𝑛 − 2) ∙ ⋯ ∙ 4 ∙ 2}2

 (2𝑛𝑛 + 1)! 

=
 22𝑛𝑛 ∙ (𝑛𝑛!)2 
 (2𝑛𝑛 + 1)! 

⋯ (3.4)

である．

したがって，(3.3), (3.4) より 

√𝜋𝜋 = �2(2𝑛𝑛 + 1) ∙
 22𝑛𝑛 ∙ (𝑛𝑛!)2 
 (2𝑛𝑛 + 1)! 

∙ �
𝐼𝐼2𝑛𝑛

 𝐼𝐼2𝑛𝑛+1 

= �2(2𝑛𝑛 + 1) ∙
 22𝑛𝑛 ∙ (𝑛𝑛!)2 

 (2𝑛𝑛 + 1) ∙ (2𝑛𝑛)! 
∙ �

𝐼𝐼2𝑛𝑛
 𝐼𝐼2𝑛𝑛+1 

= � 2
 2𝑛𝑛 + 1 

∙
 22𝑛𝑛 ∙ (𝑛𝑛!)2 

 (2𝑛𝑛)! 
∙ �

𝐼𝐼2𝑛𝑛
 𝐼𝐼2𝑛𝑛+1 

=
1
√𝑛𝑛

∙
 22𝑛𝑛 ∙ (𝑛𝑛!)2 

 (2𝑛𝑛)! 
∙ �

2𝑛𝑛
 2𝑛𝑛 + 1 

∙ �
𝐼𝐼2𝑛𝑛

 𝐼𝐼2𝑛𝑛+1 

となることがわかる．

また

lim
𝑛𝑛→+∞

� 2𝑛𝑛
 2𝑛𝑛 + 1 

= lim
𝑛𝑛→+∞

�1−
1

 2𝑛𝑛 + 1 
= 1

と，補助定理(3.1) によって 

√𝝅𝝅 = lim
𝑛𝑛→+∞

 22𝑛𝑛 ∙ (𝑛𝑛!)2 
√𝑛𝑛 ∙ (2𝑛𝑛)!

が得られる．

（証明終）
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